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Etapa finala, Rm. Valcea, 22-25 mai 2008

Clasa a V-a

Subiectul 1. Determinaji toate numerele de cineci cifre, scrize in
baza 10, cu proprietatea ca fiecare cifra a numarului, incepand cu cea a
zecilor, este strict mal mare decat suma cifrelor scrize la dreapta sa.

Cristian Maengra

Solutie. Fie W = abode, astfel incdt d e, c>d+e, b =ct+d+e
gla=b+c+d+4e

Dacie =1, atuncid =2, c >4 b= 8sla=16, fals, deci e = 0.

Cum d > e, rezultd d = 1. Presupunand d = 2, atuncic > 3, b = 0 51
a = 12 fals, deci d = 1.

Intrucit ¢ = d + e_ rezulta ¢ > 2. Presupunidnd ¢ > 3, obfinem b = 5
gl a = 10, fals, deci ¢ = 2.

Prin urmare, N = ab210 51 b = 4. Daca b = 4, atunci a = 8, deci
a £ {8,9}. Daca b=>5, atunci @ = 9. Pentru > 6 nu se obtin solutii.

In concluzie, N € {84210, 94210, 95210}

Subiectul 2. Dol prieteni joacd biliard cu 9 bile, numerctate de
la 1 la 9. Jocul decurge astfel incat, la un moment dat, fiecare dintre
el a introdus in bhuzunarele mesei de joc cate trei bile, iar trei bile au
ramas pe masa. Unul dintre el ocbserva ca cele trei cifre scrise pe bilele
introduse de el pot forma un numar de § ori mait mare decat unul dintre
numerele formate cu cele trei cifre scrize pe bilele introduse de adverzarul
g8u. Determinati suma numerelor scrise pe bilele r&mase pe maséa.

Mircea Fianu

Solutie. Fie a, b, c d, e, f cifrele (distincte!) aflate pe bilele deja
introduse; presupunem ca abc = 8 - def.

Atunci d = 1, pentru ci, in caz contrar, ar rezulta def = 200, de
unde abe > §- 200 = 1600, fals.

Ca urmare, e = 2. Presupunand e > 3, rezulta E = 130, de unde
abc > § - 130 = 1040, fals. Deci e = 2.

Cum d. e, f, sunt distincte, rezultd ca f = 3. Daca f = 3, atunci
def > 125, de unde abc > §-125 = 1000, fals. Deci f € {3,4}.




Daca f = 4, atunci abe = 8 -124 = 092 care nu convine, decarece o
gl b sunt cifre distincte.

Dacid f = 3, atunci abc=8-123=084. decia=9.b=8 c=4.

Ca urmare, pe masad au ramas bilele cu numerele 3 6, 7, a caror suma
este 13,

Subiectul 3. Zece elevi primesc fiecare cate un cartonag pe care este
gerisd una dintre cifrele de la 0 1a 9. Oricare doi elevi au cartonage scrise
cu cifre diferite. Determinagi cel mai mare numéar natural n pentru care
cel zece elevi se pot aseza la 0 masa rotunda astfel incat, pentru orice
elev, suma numerelor de pe cartonasul lui g eartonagele vecinilor sai sa
fie cel putin n.

Cristian Mangra

Solutie. Un elev primegte cartonasul cu cifra 9. Suma cifrelor de pe
cartonagele celorlalii noud este 36 = In, adica n = 12.

Decarece pentru n = 12 se gdsesc configuratil valide; spre exemplu:
0,9.3,7V,2,0,6,1,8,4 sau 0,9,3,2,7.6,0,1,8,4 etc., rezultd c n = 12
este numarul cautat.

Subiectul 4. O muljime de numere naturale nenule 5. cu 4 elemente,
se numeszte completdt dacd orice element al el este egal cu suma sau
diferenta altor dous elemente dizstincte ale mulfimii 5.

a) Aratati cd orice multiplu de 13 se poate scrie ca suma elementelor
unel mulfimi complete.

b} Afiati numarul submultimilor complete ale mulgimii {1.2, ... 50}.

Marius Perianu

Solutie. a) Fie 13n, n € M", un multiplu de 13. Se demonstreaza ca
multimea M = {n 3n, 4n dn} este completa, iar suma elementelor lui
M este 13n.

b) Fie S = {a,b,c,d} o muliime completd, a < b < ¢ < d. Atunei
o 51 b pot fi scrise doar ca diferenta a doud elemente distinete ale lui
5, lar d poate fl scriz numal ca suma a doul elemente distincte ale lui
5. Ca urmare, a € {c—bd—bd—c}, b € {c—ad—a,d—c},c e
{d—a.d—ba+b}.

In plus. d nu poate fi a + b, deoarece in acest caz, ar rezulta ¢ = b
sauc=asauc=d, decide {a+c b+c}.

#Dacid=a-+c atuncib=¢c—a, deci § = {a,b._a —+ b 2a+ b} ().
Atunci2a + b <50=3a<bhl=a<16gia < b = 50 — 2a.



-pentrua=1=bg{2,3 ...,48} — 47 muljimi
-pentrua=2=>bs {34 46} — 44 multimi

-pentrua=3=be {45, . 44} — 41 mulfimi
-pentrua=15=bec {16,17,...,20} — 5 muljimi
-pentrua =16 = b < {17,18} — 2 muliimi
Agadar sunt 2+ 54+ 8 + .+ 44 + 47 = 392 multimi complete de tipul
().
# Dacid=10+c rezulta b =c—a, deci 5 = {a,b,a+b,a+ 2b}
200 —a
(WH) Rezultd a+20 =30 =3a<W0=a=16sgia<b= 7
-pentrua=1=bc {23 . 24} — 23 multimi
-pentrua=2=>b¢c {34, ..,24} — 22 multimi

-pentrua=3=bg {45 ...,23} — 20 muljimi
-pentrua=4=>b< {56 . 23} — 19 multimi
-pentrua=5=5bec{6,7, ...,22} — 17 multimi
-pentrua=6=>bg {78 ..,22} — 16 multimi

-pentrua =13= b {16,17} — 2 multimi
-pentru a = 16 = b=17 — 1 mul{ime
Obtinem
14244454+ +22423=(14+24+..4+24)—(34+6+4+...4+24) =192

mulgimi complete de tipul (o).
In concluzie, mulfimea {1,2, ..., 50} are 392 + 192 = 584 submul{imi
complete.



